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Ebben az el6adasban sz6 lesz valdszinliségekrdl, illetve eloszlasokrol.

Az el6ad3s els6 felében néhany kisérletet mutatok elméletben, illetve gyakorlatban egy
kis izelit6ul a valdszin(iség furcsa vilagarél. Ezeken keresztil megprobalom megmutatni a
minta nagysaganak szerepét, hogy eljuthassunk a valdszinlség egy definiciéjahoz. Ez a
definicid a nagy szamok relativ gyakorisagokra vonatkozo torvényén alapszik.

Ezt kdvetSen az események valdszinliségének alapfogalmaival ismerkedhetiink meg
(jelolésrendszer; és/vagy kapcsolat események kozott; egymast kdlcsondsen kizard
események és fliggetlen események fogalma, hasznalta; Kolmogorov axiomak; feltételes
valdszinliség és hasznalata).

Ezt kdvetSen (roviden visszaidézve kozépiskolai vélhetd ismereteiteket is) konkrét
példakon keresztlil megmutatom, hogy hogyan szamithatdk valdszin(iségek az orvosi
gyakorlatban is a valdszin(iségszamitas alapelemeivel, illetve elméleti eloszlasok
segitségével.

Definialjuk a varhato értéket és az elméleti varianciat is.

Maijd ratériink az egyes specialis eloszlasokra: az egyenletes, binomialis, poisson,
normal, lognormal és exponencidlis eloszladsokra.

Az utolsé néhany dian pedig megmutatom, hogy hogyan mikddik a ,,mindennapi
gondolkodasunk”, illetve hogyan kellene miikoddnie, ha a valdszinliségszamitas megtanult
elemeire is gondolunk...

Az el6addshoz képest néhany tovabbi diat is beletettem a jobb értelmezhetfség miatt.



Péter és Pal

(pétervari paradoxon)

Pénzfeldobasos jaték, eredménye szerint
* a kezdeti nyeremény 2 dukat és mindig duplazédik, ha
irast dobunk
* ha fej, akkor vége a jatéknak, irdsnal folytatodik
* anyeremények:
* haaz 1. dobas fej: Pal ad 2 dukatot Péternek
* haazl.irads, 2. dobas fej: Pal ad 4 dukatot Péternek
* hacsak a 3. lesz fej: Pal ad 8 dukatot Péternek...
Mennyit fizessen Péter a jatékélményért egy jatékra atlagosan?
(Ugy hogy ne jarjon se Pal, se Péter rosszul)

A valdszinlségszamitas egyik kezdeti, a fejl6dést meginditd, meghatarozé problémadja az
1715-ben megjelent pétervdri paradoxon volt. Ez egy pénzfeldobdasos jaték két elméleti
jatékos Péter és Pal kozott. A jaték szabalyai a kovetkezGek:
Pénzfeldobasos jaték, eredménye szerint
. a kezdeti nyeremény 2 dukat és mindig dupldzddik, ha irast dobunk
. ha fej, akkor vége a jatéknak, irasnal folytatodik
. a nyeremények:
. ha az 1. dobds fej: Pal ad 2 dukatot Péternek
. ha az 1. irds, 2. dobds fej: Pal ad 4 dukatot Péternek
. ha csak a 3. lesz fej: P4l ad 8 dukatot Péternek...
Mennyit fizessen Péter a jatékélményért egy jdtékra dtlagosan? (Ugy hogy ne jarjon se
Pal, se Péter rosszul — mindketten a pénziknél maradjanak)



Péter és Pal

(pétervari paradoxon)

Az egy jatékra juté atlagos nyeremény matematikailag
(,elméletileg”): végtelen!

l-2+L2-4+...+L,,- 2"
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Tapasztalat: Buffon 2084 jatékbdl atlagosan 9,82 dukatot nyert egy jatékra
nézve
Hanyszor jatszunk?

Tehat mi is lesz egy jatékban Pal ,varhaté atlagos” adomanya?

Az esetek felében az els6 dobas fej — ez % *2 dukatot jelent (az egyenlet 1. tagja) Péter
szamara egy atlagos jatékban. Ha az elsG iras (ez ugye az esetek fele), akkor ezen esetek
felében fej lesz a kovetkezd dobds eredménye, tehat atlagosan egy jatékra nézve ez %5*%
esetben torténik meg, azaz % *4 dukatot jelent Péternek. Ezt a gondolatmenetet
folytatva figyelembe véve az 6sszes lehetséges esetet Péter ezeknek az 6sszegét nyeri
egy jatékban atlagosan. Ha megvizsgaljuk ezt az 6sszeget, akkor lathatjuk, hogy
elméletileg Péter egy jatékban dtlagosan 1+1+1+1.... azaz végtelen dukdtot kap!

Na de a gyakorlatban azt tapasztaljuk, hogy egyetlen jatékban sem kap végtelent Péter,
illetve az atlagos nyereménye egy jatékra soha nem végtelen!

A paradoxon elnevezés tehat erre a tapasztalati-elméleti (nem végtelen-végtelen)
ellentétre utal.

Példanak okaért Buffon (egy hires matematikus) 2048 jatékot jatszott és 9,82 dukatos
atlagnyereményt produkalt (kbzel sem végtelent...) Egymillié jatékbdl pedig 10,94
dukatos atlagot kaptak egy szamitogépes modellezésben.

A tapasztalat azt mutatta, hogy bar Péter atlagos nyereménye egy jatékra nézve
sohasem végtelen, de a jatékok szamdnak névelésével mindig egyre tébb, kézelitve az
elméleti értékhez!



Egy masik kisérlet....

Ebben a kisérletben egy jarvanylgyi ,eljarast” modelleziink.
Az adott betegség kimutatdsara rendelkezlink egy gyorsteszttel,
amelynek az eredménye:
fehér: ha a vizsgalt paciens egészséges
z0ld: ha az illet6 beteg
Szeretnénk kideriteni a gyorsteszt segitségével, hogy egy kérdéses
teruleten van-e jarvany. A kovetkez6ket tudjuk:
- A betegséggel nem sujtott (,egészséges”) terlileteken:
1 z6ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre.
- A betegséggel sujtott (,beteg”) teriileteken:
9 z0ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre

FelUtotte-e a fejét a jarvany az adott tertileten?

Ebben a kisérletben egy jarvanyigyi ,eljarast” modelleziink.
Az adott betegség kimutatasara rendelkeziink egy gyorsteszttel, amelynek az
eredménye:
fehér: ha a vizsgalt paciens egészséges
z6ld: ha az illet6 beteg
Szeretnénk kideriteni a gyorsteszt segitségével, hogy egy kérdéses teriileten van-e
jarvany. A kovetkez6ket tudjuk:
- A betegséggel nem sujtott (,egészséges”) terileteken:
1 z6ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre.
- A betegséggel sujtott (,beteg”) teriileteken:
9 z6ld eredményt kapunk 10 megvizsgalt egyénre
FelUtotte-e a fejét a jarvany az adott teriileten?

Sajnalatos modon limitalt forras és id6 all rendelkezéslinkre dontésiink meghozatalaban,
de donteniink kell.

Az elvégzett kisérletbdl azt a tanulsagot vonhattuk le, hogy az elvégzett gyorstesztek
(megvizsgadlt emberek) szamdnak névelésével né jo dontésiink ,,biztonsdga”.



Y4 . .e Vi
Egy masik szemszoghbal...
k
n A 6-0s dobas eseményének relativ gyakorisagai
17 3, kisérletsorozatban”.
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Tapasztalati tény, hogy a relativ gyakorisagok ilyen sorozatai — bar
ingadozasokat mindig mutatnak - a ,kisérletsorozat” hosszanak
novekedtével egyre inkdbb stabilizalédnak valamilyen érték koriil,
tovabba ez az érték az aktualis ,kisérletsorozattél” fuggetlentl
Iényegében ugyanakkora.

Ebben a kisérletben egy dobdkockat dobunk 50-szer és kdzben rogzitjiik a 6-os dobasok
relativ gyakorisagat. Ezt a kisérletet 3-szor végezziik el. Ezeknek az eredményei lathatok
a dian. Azt tapasztalhatjuk, hogy a relativ gyakorisdg (, kedvezd” /6sszes dobdasok szama)
— bar folyamatosan ingadozva —, de egy adott értékhez tart, tovabba ez a stabilizalédo

érték az aktuadlis ,kisérletsorozattol” fiiggetleniil |ényegében ugyanakkora.



Valdszinlség, mint mennyiség?

k A 6-0s dobas eseményének relativ gyakorisagai
n 3 kisérletsorozatban”.
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Tapasztalati tény, hogy a relativ gyakorisédgok ilyen sorozatai — bar ingadozasokat mindig

mutatnak — a ,kisérletsorozat” hosszanak ndvekedtével egyre inkabb stabilizdlédnak
valamilyen érték koril, tovabba ez az érték az aktualis ,kisérlet sorozattdl” fliggetlenil

lényegében ugyanakkora. Legyen ez az érték a valodsziniiség.

A nagy szamok (relativ gyakorisdgokra vonatkozd) tapasztalati
torvényének nevezziik ezt, amelyet logikai uton bizonyitani nem lehet.

Ezt a megfigyelést nevezziik a nagy szamok (relativ gyakorisdgokra vonatkozo)
tapasztalati térvényének. Rendeljik hozza a ,kedvez6” eseményiinkh6z a ,,stabilizal6do”
értéket, mint mennyiséget: jelen esetben a 6-os dobashoz az 1/6-ot. Ezt az értéket
nevezziik az esemény valoszinliségének.

Tehat azt is mondhatjuk, hogy egy esemény relativ gyakorisdga megegyezik az esemény
valdszinliségével, ha az ismétlések szama (kisérletsorozat hossza) végtelen.

Ez a torvény tapasztalati térvény, tehat logikai iton nem bizonyithata.



Események valoszinlségei I.

Jeldlések:

Esemény: A
(a paciensnek ldaza van)

Az A esemény bekovetkezésének valdszinlisége: P(A)
(annak a valdszintlisége, hogy a pdciensnek laza van)

Annak a valdszinlisége, hogy A vagy B esemény bekdvetkezik:
P(AvagyB), P(A+B), P(AUB)
(annak a valdszintisége, hogy a pdciensnek laza vagy fejfajasa van)
Venn-diagramm

Fejfajasa

A kovetkez6kben az események valdszinliségeirdl beszéllink.

El6szor ismerkedjiink meg a jelolésrendszerrel. (a kdvetkez6kben zardjelben, délt
betlkkel talaljatok a példakat)

Az egyes eseményeket nagy betlvel jeldljik — példaul A = a betegnek Idza van. Az A
esemény bekovetkezésének valdszinlségét pedig P(A)-val jeloljik. Példaul P(A) = annak
a valdsziniisége, hogy a pdciensnek ldza van.

Annak a valdszinUlségét, hogy az A vagy a B esemény bekovetkezik (a pdciensnek ldza
vagy fejfdjdsa van) tobb féle modon jeldlhetjik: P(AvagyB), P(A+B), P(AUB). Ez utdbbi
jelolés a halmazoknal szokasos jeldlésnek felel meg: az U a halmazok unidjdt jelenti, azaz
legalabb az egyik halmazhoz valé tartozast. Ennek a Venn-diagrammon vald abrazoldsa
lathato az dbran.



Esemeények valoszinlségei Il.

Annak a valoszinlsége, hogy A és B esemény egyarant bekovetkezik:
P(AésB), P(A*B), P(AB), P(ANB)
(annak a valoszinlisége, hogy a pdciensnek ldza és fejfdjasa van)

Fejfajasa
Laza van

van

Annak a valdszinlségét, hogy A és B esemény egyarant bekovetkezik a kdvetkez6
maodokon jelolhetjiik: P(AésB), P(A*B), P(AB), P(ANB). (Annak a valdszintisége, hogy a
pdciensnek ldza és fejfajdsa is van.)

A n jel a halmazok metszetét jelenti. A Venn-diagrammon ez a két halmaz k6zos része.



Események valoszinlségei lll.

Egymast (kdlcsonosen) kizaré események: A és B események
egyuttesen nem kovetkezhetnek be.
(a pdciens terhes és férfi) (ANB)=0

/~ Terhes ™\ / Feérfi N\

Fliggetlen események: A esemény bekovetkeztének nincs hatasa B
bekdvetkezésére.
(az elsé pdciensiink férfi, a mdsodik né)

Ezen a dian kétféle esemény-kapcsolatra hivnam fel a figyelmet.
Az egymdast kélcséndsen kizaro események azok, amelyek egylttesen nem

kovetkezhetnek be (a pdciens férfi és terhes). Halmazokkal dbrazolva 6ket latszik, hogy ez

azt jelenti, hogy a két halmaz nem metszi egymast (metszetiik Greshalmaz, azaz
(AnB)=0).

Fliggetlen eseményekre igaz, hogy az egyik esemény bekovetkezésének nincs hatasa a

masik esemény bekovetkeztére (az elsé pdciens férfi, a masodik pedig né).



Esemeények valoszinlségei IV.

Feltételes valodszinliség

A esemény bekovetkezésének valdszinlisége B esemeny
bekdvetkezését tudva, hogy B esemény bekbvetkezett: P(A|B).
(annak a valdszintisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése
van (ami eqy virusfert6zés) tudva azt, hogy virusos eredet( a
fert6zése)

Miel6tt tovabb haladnank, definialjuk a feltételes valoszintiséget.

A ,feltételesség” a feltételes gyakorisaghoz hasonldan itt is arra vonatkozik, hogy csak
egy alcsoporton beliil — azaz ha mar egy esemény bekovetkezett — szamitjuk a
valdszinliséget. Masként megfogalmazva A eseménynek B-re vonatkoztatott feltételes
valdszinlisége az A esemény valdszinlisége, ha B bekovetkezett. Jel6lése: P(A|B). Példaul
annak a valdsziniisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése van tudva azt, hogy
virusos eredett(i a fertézése.
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Események valdszinlségei V.

Események valdszinliségének alaptorvényei (Kolmogorov-axiomadk):
1.0<P(A) <1

2. P(biztos) = 1 (a pdciens el6bb vagy utobb meghal)
P(lehetetlen) = 0 (a pdciens teljesen egészséges ™)

3. Egymast kélcséndsen kizaro eseményekre: (P(AésB)=0)
P(AvagyB)=P(A)+P(B)
(annak a valdszinlisége, hogy pdciensiink terhes vagy férfi)

Ezekbdl levezethet6:

+4. Fiiggetlen eseményekre: P(AésB)=P(A)*P(B)
(annak a valdszinlisége, hogy az elsd pdciensiink férfi és a
masodik nd)

Az események valodszin(iségeinek leirasat a Kolmogorov axiomak segitségével tehetjlik
meg. Az alabbiakban ezeket az axiomakat irom le (kissé egyszer(sitett formaban).

1. Egy esemény valdszinlisége 0 és 1 kozotti érték.

2. a) A biztos esemény valdszinUlsége 1 (a pdciens el6bb-utobb meghal — mint tudjuk az
élet egy szexudlis Uton fert6z8 haldlos betegség ©).

2. b) A lehetetlen esemény valdszinlsége O (a pdciens teljesen egészséges — mint tudjuk
nincs egészséges ember, csak rosszul kivizsgalt beteg ©).

3. Annak a valészin(isége, hogy A vagy B esemény bekdvetkezik, ha A és B események
egymadst kblcséndsen kizaroak egyenl6 az egyik esemény valodszinliségének és a masik
esemény valdszinlségének az 6sszegével (annak a valdszinlisége, hogy kévetkezd
pdcienslink egy férfi lesz vagy egy terhes = annak a valdsziniisége, hogy férfilesz a
kévetkezd pdciensiink + annak a valdsziniisége, hogy egy terhes lesz a kvetkezé
pdciensiink).

Ezekbdl az axiomakbdl szamos egyéb Gsszefliggés levezethets, amelyek koziil most egyet
emelnék ki.

+4. Annak a valdszinlsége, hogy A és B esemény is bekovetkezik, ha A és B események
egymastol figgetlen események egyenl6 az A esemény valdszinliségének és a B
esemény valdszinlségének szorzataval (annak a valdszintisége, hogy az elsé pdciensiink
férfi és a rakévetkez6 né lesz = annak a valdsziniisége, hogy férfi lesz a kvetkezd
pdciensiink*annak a valoszinlisége, hogy a rakévetkezd pdciensiink né lesz).
Megjegyzendd, hogy ezek a megallapitdsok (2-4) ,forditva” is igazak. Példaul ha
P(AésB)=P(A)*P(B), akkor A és B események egymastdl fliggetlenek.
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Ismétlés...
Feltételes valdszintiség: P(A|B)*P(B)=P(A)

annak a valdszinlisége, hogy a pdciensiinknek influenza fertézése
van tudva azt, hogy virusos eredet( a fertézése 14% = P(A[B)

annak a valdsziniisége, hogy a praxisunkban levé betegnek virusos
fertézése van 8% = P(B)

annak a valosziniisége, hogy pdciensiinknek influenza fertézése
van: P(A)=0,14*0,08=0,0112=1,12%

Felhivnam a figyelmet arra, hogy a feltételes valdszin(iséggel hasonléképpen lehet
szamolni, mint a feltételes gyakorisagokkal (Id. elsé el6adas fliggeléke). Ezt a kovetkez6
példan mutatnam be.

Annak a valoszintisége, hogy a pdciensiinknek influenza fert6zése van tudva azt, hogy
virusos eredetli a fert6zése 14% = P(A|B) — ez az A esemény B-re vonatkoztatott
feltételes valdszinlisége.

Annak a valoszintisége, hogy a praxisunkban levé betegnek virusos fertézése van 8% =
P(B) — ez a feltétel valdszinlsége.

Annak a valoszintisége, hogy pdciensiinknek influenza fertézése van: P(A) = 0,14*0,08 =
0,0112=1,12% - ez annak a valdszinlisége, hogy praxisunkban influenza fert6zése van
valakinek.
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Esély

Esély (O - odds): ,,hanyszor akkora a valdszinlisége annak, hogy az
esemény bekovetkezik, mint annak, hogy nem kévetkezik be”

_ P4
1-P(A)

Logit (L): esély természetes alapu logaritmusa

Logit — Esély — Valdszinliség

-CC < » +C0

L

\ i P +00
(0]

0 05

1 2 3 4

Egy tovabbi valdszinlség szer(i” fogalomra hivnam fel a figyelmet, ez az esély. Ez az
esemény bekovetkezésének valdszinlségének és nem bekdvetkezésének
valdszinliségének hanyadosa, amely megmutatja, hogy hanyszor akkora a
valdszinlisége annak, hogy az esemény bekdvetkezik, mint annak, hogy nem
kovetkezik be.

A logit nem mds, mint az esély természetes alapu logaritmusa.

A logit-esély-valdszin(lség értékeinek kapcsolatat mutatja az dbra. Lathato, hogy a
valdszinliség értéke 0 és 1 kozott, az esélyé 0 és végtelen kozott, amig a logit értékei
minusz végtelen és plusz végtelen kozott vannak. Leolvashatjuk, hogy ha a valdszinliség
kisebb, mint 0,5, akkor az esély 1-nél kisebb, a logit pedig negativ. Természetesen
tovabbi Osszefliggések is lathatdak...
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Egy kis matek mindenkinek......

1.A. Ismétlés nélkiili permutdacio. (Hanyféle sorrendben P
vizsgdlhatjuk meg a kint varakozé 4 beteget?)
1.B. Ismétléses permutdcio. (Hanyféle sorrendben haszndlhatjuk 7l

az oltdanyagokat a 3 influenza oltasra és 4 meningococcus PR
. . ) e ke YRR VE L
oltasra varé gyermeknél, ha a megfelel6 oltasok ugyanolyanok?) "' 2
2.A. Ismétlés nélkiili kombindcio. (Hanyféleképpen valaszthatunk [”J= n!

ki 4 didkot a kisérlethez a 10 jelentkezé kdziil?) k) (n—k)!*!
2.B. Ismétléses kombindcid. (Hanyféleképpen valaszthatunk kid4 /4 1 1
didkot a kisérlethez a 10 jelentkezd kozil?- Egyet akar tobbszor.) [ & }

3.A. Ismétlés nélkiili varidcio. (Hanyféleképpen és sorrendben
valaszthatunk ki 3 pacienst a szivtranszplantaciohoz a 10

. (n—kK)!
alkalmas kozl?)
3.B. Ismétléses varidcio. (Hanyféleképpen és sorrendben
valaszthatunk ki 30 pacienst véradasra a 100 alkalmas koziil? — n
Tobbszor is adhat.)

Ezen a dian utalnék arra, amit elvileg mindenki tud, mert megtanulta a kbzépiskolaban.
A valdszinliségszamitas alapjat a permutaciok, kombinaciok és variaciok jelentik.
(Néhany megijegyzés: ismétlés nélkiili jelentése az, hogy nincs egyforma elem,
kombinaciénal a sorrend nem lényeges.)

A hallgatdsag tobbségének szerencséjére azonban jelen kurzus soran nem fogjuk ezeket
ilyen forman alkalmazni.



Na az eddigiek meg mire votak jok....

Influenzaszezont megel6z6en a rendelénkben az adott napra 4
oltéanyag all rendelkezésre. Az el6z6 években atlagosan 2989
paciensbél 402 személyt kellett beoltanunk. Az el6z6 év alapjan
mekkora a valdszinlsége, hogy a rendelkezésre allo 4 oltdéanyag
elegendd lesz és el is fogy, ha 25 embert varunk aznapra?

4 (25-4)
N e (25)(402Y (402

P=l" l.(p¥.(1- <7 1= ~02
[kj (P)-(-p) (4} [2989 2989

Mekkora a valdszin(isége annak, hogy paciensiink 3.45 mmol/l-es K
szintje még ,egészséges”?

Hany szllés varhaté az esti Ugyeletben , ha az éves statisztika 1000
szlilést mutat éjfél és 8:00 kozott?

Az évfolyambdl varhatéan hanyan lesznek alkalmasak egy
csipbprotézis elvégzésére (tomegik alapjan)?

...... Hogyan szamoljunk? Ismerjik a , képletet”?

Nade akkor ezek mire is jok neklink? A kévetkez6kben olyan példat mutatok, ahol az
ismétlés nélkili kombinacio kdnnyen tetten érhetd. Influenzaszezont megel6z6en a
rendel6nkben az adott napra 4 oltéanyag all rendelkezésre. Az el6z6 években atlagosan
2989 paciensbdl 402 személyt kellett beoltanunk. Az el6z6 év alapjan mekkora a
valdszinlisége, hogy a rendelkezésre allo 4 oltdanyag elegendd lesz és el is fogy, ha 25
embert varunk aznapra?

A kérdés megvalaszolasahoz a Bernoulli eloszlast (lasd kés6bb) hasznaljuk fel (vegylik
észre, hogy a feladat soran a 25 emberbdl valasztunk ki 4-et jelenti az ismétlés nélkili
kombinaciot).

Szamos ehhez hasonld kérdést vetettem fel a didn. A kérdés az, hogy ezek
megvalaszolasahoz mit tegylink, milyen , egyenletet” valasszunk, mikor melyiket?
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Elméleti eloszlasok
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Ismerem az adott mennyiség valdszinliségét. N =

Ismerem, mert ki tudom szamitani: nevezetes eloszlasok.
(Vagy becsiilni tudom)

A fent emlitett kérdések megvalaszolasaban segitenek minket az elméleti eloszldsok.
Ezek megmutatjak egy adott érték el6forduldasanak valdszinliségét. Ritka esetben igen-
igen nagy szamu (végtelen) mérés alapjan ismert egy adott valtozé valdszinliségi
eloszlasa — Id. példaul percentilis tablazatok, gorbék. Az esetek nagyobb részében
azonban néhany jellemzd érték és Ugynevezett nevezetes eloszldsok alapjan tudjuk
meghatarozni barmely értékhez tartozo, igy az adott kérdéses értékiink (pl.
oltéanyagszam) valdszin(iségét is. Ebben az esetben a kérdés csak annyi, hogy melyek
ezek a néhdny jellemzd értékek — hogyan tudom ezeket megadni, illetve becsilni —,
illetve melyik kérdésemre melyik eloszlast kell hasznalnom.
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Nevezetes eloszlasok
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Median, modusz, kvartilisek...

Vizsgdljuk meg elGszor, hogy az elméleti eloszlasoknak melyek ezek a jellemzéi. Két
alapveté jellemz6t hasznalunk: a vdrhato értéket (E, M vagy [ jel6léssel) és az elméleti
szordst (Var, D% vagy o2 jeloléssel). (Jelen esetben csak a szamszer(i valtozokrél beszélek.)
A varhato érték az eloszlas ,kozepét” mutatja (ahogyan a minta esetén a mddusz, a
median és az atlag — tehat ezek hasznalatosak a becslésére). Az elméleti variancia az
elméleti eloszlas ,szélességét” mutatja (ahogyan a minta variancidja, illetve
kvantilistavolsagai). Ez a két jellemz6 egyértelmlen leirja az altalunk hasznalt specialis
eloszlasokat — azaz ezek ismeretében barmely értékhez tartozé valdszinliség
meghatarozhata.

Az elméleti eloszlasok is az adott valtozonak megfelel6en lehetnek folytonosak, illetve
diszkrétek.

Vizsgaljuk meg elGszor a diszkrét esetben kapott varhato érték definicidt. Vegylik észre,
hogy p — a nagy szamok torvényét hasznalva — kozelithetd a relativ gyakorisaggal, amely
pedig az abszolut gyakorisag osztva az elemszammal. Tehat E felirhatd
E=(Z(abs.gyak.;*x;))/n, azaz az egyforma elemeket annyiszor adom &ssze, ahany van
belble (ez az abs.gyak.;*x;), és ezt minden elemnél megteszem — tehat 6sszességében
minden elemet 6sszeadok, majd az igy kapott értéket osztom az elemszammal. Vegyiik
észre, hogy ez nem mas, mint az atlag definicioja végtelen elemszam esetében.
Folytonos valtozo esetében ugyanezt az 6sszegzést végzem el, csak végteleniil kicsi
osztalyszélességgel (ez az integralas).

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy melyik specialis eloszlasnal hogyan adhatd meg a
varhato érték, illetve melyik eloszlas milyen kérdés megvalaszoldsara alkalmas.
(Megjegyzés: a szamunkra érdekes eloszlasok varhaté értékei és szdrasai szerepelnek a
képlettarban.)
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Egyenletes eloszlas
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Idedlis kocka eredményeinek eloszldsa
Idedlis munkaterhelés eloszlasa a nap folyaman
Hémérséklet eloszlasa egy lres terem kiilonbdz6 pontjain

El6szor tekintsiik meg az egyenletes eloszldst.

Egyenletes eloszlast mutat példaul az idedlis kocka dobaseredményei, vagy az idealis
napi munkaterhelés (minden masodpercben ugyanannyire kell dolgoznunk), illetve a
hémérséklet eloszlasa egy lires terem kiilonbdz6 pontjain. Ennek alapjan példaul
megadhatom annak a valdszinlségét, hogy 4-est dobok. A varhaté érték és a variancia
képletében az a és a b a legkisebb, illetve legnagyobb érték. Ezek alapjan tehat a 6 oldalu
dobokockaval valé dobas varhatd értéke: 0,5*%(1+6)=3,5.



Binomialis (Bernoulli) eloszlas
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Altalanosan: egy n-szer megismételt jelenség x-szer kdvetkezik be
Ha p , kicsi” Poisson eloszlashoz , kozelit”

Ha n ,nagy” és p 0,5-hoz tart, akkor normal eloszlashoz , kozelit”

Relativ gyakorisag

(ol

A binomidlis (Bernoulli) eloszldst hasznalunk altalanossagban, ha egy dologot n-szer
ismételve egy esemény k-szor kovetkezik be ez alatt.

A korabban emlitett példaban az n — az ismétlések szama — a megvizsgalandd paciensek
szamat jelenti, a k pedig a raktaron |évé oltéanyagok szama. Lathato, hogy a varhaté
érték, illetve a szdras (és igy az adott értékhez tartozd egyenlet) meghatarozasahoz
sziikséges tudnunk (vagy becsiilniink) a bekovetkezés valdszinliségét — példankban az
oltéanyag sziikségességének relativ gyakorisagat.

Megjegyzendd, hogyha az esemény bekovetkezésének valdszinlisége (az
ismétlésszamhoz képest) kicsi, akkor a binomialis eloszlas a Poisson eloszlashoz kozelit.
Ha az ismétlések szama nagy és p értéke 0,5-hoz tart, akkor pedig a normal eloszlashoz
valik hasonléva.
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Geometriai eloszlas
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Legkésébb hanyadik betegnél kell névér is

Flggetlen Bernoulli kisérletek egymasutanja
Leghamarabb hanyadik dobas lesz fej (Péter és Pal)
Legkés6bb hanyadik beteghez kell a névér is

A geometriai eloszlds egy specialis Bernoulli eloszl3s. Ezt az eloszlast kapjuk, ha
egymastol figgetlen Bernoulli prébakat hajtunk végre egymas utan (megtorténik az
esemény, vagy nem torténik meg).

Egy orvosi példa erre az eloszlasra: Mekkora a valdszinlsége, hogy szilikségiink van a
névér segitségére az els6 betegnél? Vagy csak a masodiknal kell hivnunk segitséget... Az
abran azt tlintettem fel az els6 oszlopban, hogy mekkora a valdszin(isége annak, hogy
mar az elsé betegnél kell segitség, a masodik oszlopban, hogy vagy az els6 vagy a
masodik (vagy mindkett6) esetben kell segitség... tehat itt egy kumulalt valdszinliséget
tintettem fel, amit ugy fogalmazhatunk meg, hogy annak a valdszin(isége, hogy
legkés6bb hanyadik betegnél kell névér segitsége is.

Természetesen ugyanilyen eloszlast mutat pétervari paradoxon jatéka is.
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Poisson eloszlas
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Radioaktiv preparatumban adott id6 alatt elbomld atomok szama
Normal eloszlashoz , kozelithetd”

A Poisson eloszldsnak van egy kilonlegessége: vdarhato értéke és szordsa megegyezik,
valamint egyetlen paraméterrel megadhato.

Példaul ennek az eloszlasnak a segitségével megadhatjuk, hogy mekkora annak a
valdszin(isége, hogy 3 szlilés torténik az éjszakai Ggyeletben. Tovabbi példak az uj
diagnosztizalt karcindmak szamanak, illetve a haldban |év6 halak szamanak eloszlasa.
Altaldnossagban Poisson eloszlast kovet a valtozénk, ha a kérdés egy adott elemszam
egy adott intervallum alatt, illetve adott térfogatban, terileten..., ha az esemény
bekévetkezésének valdsziniisége kicsi. (Példankban a sziilés valdszinlisége kicsi — az
emberek kis részével torténik meg egy adott id6ben.)

A varhato érték — a A — az ismétlések szamanak és az adott esemény bekovetkeztének
valdszinliségének szorzatabol addédik (n*p).

Megjegyzendd, hogy megfelel6 koriilmények esetében ez az eloszlas is normal
eloszlassal kozelithet6.
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Normal (Gauss) eloszlas I.
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A normadl (Gauss) eloszlasnak a fentebb mar emlitetteken kivil tovabbi kiilonlegessége
van: ez az orvosi gyakorlatban a leggyakoribb eloszlds.

Az dbran az eloszl3s s(rliségfliggvényét és kumulativ eloszlasgorbéjét egyarant
feltiintettem, ugyanis ez nagyon fontos eloszlds szamunkra. Mint |athatd, az el6z6ekkel
ellentétben a normal eloszlas egy szimmetrikus eloszlas.

Lathato, hogy valdban sok a valtozd, amely normal eloszlast kovet: a koleszterinszint, a
vércukorszint, a legtobb enzimszint, a testmagassag, a BMI, a disztolés vérnyomas.... De
vajon miért van ez?
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Normal eloszlas Il.

Centrdlis hatdreloszlas tétele: ha sok flggetlen valdszinlségi
valtozdt oOsszegziink, akkor elég altalanos feltételek teljestilése
esetén az 0sszeg normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd lesz.

A normal eloszlas gyakorisaganak okara a centrdlis hatdreloszlds tétele utal. Ez kimondija,
hogy ha sok fliggetlen valdszinlségi valtozot 6sszegziink, akkor elég altalanos feltételek
teljeslilése esetén az 6sszeg normalis eloszlasu valdszinliségi valtozo lesz.

Az emberi test kiilonbo6z6 jellemzGi (mérhetd értékei, valtozoi) altalaban nagy sok mas
valtozé egyittesébdl alakulnak ki. Példaul az emberi testmagassag fligg az apai és anyai
génektdl, a taplalkozastol, az életviteltdl...
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Lognormal (Galton) eloszlas
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Testtomeg, testmagassag gyermekkorban
Tulélési idd

A lognormdl eloszlasnak is nagy jelentGsége van az orvosi gyakorlatban. llyen eloszlast
kovet példaul a testtomeg, testmagassag gyermekkorban, illetve a tulélési id6é
rosszindulatu daganatoknal.

Altalanossagban azt mondhatjuk, hogy akkor lesz az eloszldsunk lognormadl, ha a
valtozonk értékei kicsik, de nem lehetnek 0-nal kisebbek.

(Az eloszlast azért nevezziik lognormalnak, mert a valtozo értékeinek logaritmizalasaval
normalis eloszlashoz jutunk.)



Exponencialis eloszlas
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Altatéberendezés miikodési ideje (az elsé hibaig).
Radioaktiv bomlas soran az egyes atomok élettartama.

Az exponencidlis eloszlds igen gyakori a biofizikdban és néhol van szerepe az orvosi
gyakorlatban is. Ehhez két példat emlitenék: altatéberendezés miikddési ideje (az elsé
hibaig eltelt idd), illetve radioaktiv bomlas soran az egyes atomok élettartama.
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Az emberi gondolkodas...

Tomi csendes, visszahuzédo, szerény, szorgalmas fiu, aki masoknak
szivesen segit. Melyiket tartod valdszinlibbnek:

a) Tomi konyvtaros
b) Tomi kétkezi munkas

A mindennapi gondolkodasunk sok esetben eltér attdl, ahogyan annak a
valdszinliségszamitas ismeretében miikodnie kellene.

A dian lathatd két allitas kozul sokan koziiletek az els6t (Tomi konyvtaros) tartotta
valdszinlibbnek. Pedig belegondolva abba, hogy mennyire gyakori a konyvtarosi allas,

illetve a kétkezi munkas, egyértelmd, hogy annak nagyobb a valdszinlisége, hogy Tomi
kétkezi munkas.
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Az emberi gondolkodas...

Linda tehetséges, fuggetlen, filozofia szakot végzett 31 éves né.
Nagyon érzékeny a tarsadalmi igazsagtalansagokra. Diakként részt
vett az antinuklearis demonstraciokban. Sorszamozza meg az alabbi
allitasokat aszerint, hogy mennyire tartja valésziniinek (1-es
sorszam a legvaldszinibb):

a) Linda tanitd egy altalanos iskolaban,

b) Linda konyvesboltban dolgozik, és joga tanfolyamra jar,
¢) Linda a nészavazok ligajanak tagja,

d) Linda bankpénztaros,

e) Linda biztositasi igynok,

f) Linda bankpénztaros és feminista.

A kovetkez6 példaban két allitasra hivnam fel a figyelmet: Linda bankpénztaros, illetve
Linda bankpénztaros és feminista. Az el6adas soran tobbetek el6rébb sorolta azt, hogy
Linda bankpénztaros és feminista, mint azt, hogy Linda bankpénztaros. Pedig ismerve a
11. didn is leirt fliggetlen események valdszinliségének egyliittes el6fordulasi
valdszin(iségét, beldthatjuk, hogy egy esemény valdszinlisége mindig legalabb
ugyanakkora, mint ugyanezen esemény és egy masik esemény egyiittes el6forduldsanak
valdszinUsége...
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Valdszinlség masképp...

Az el6adds végén kisérletet tettlink a pi értékének kisérleti meghatarozasara. Az
elvégzett kisérletet hivjak Buffon-féle tliproblémanak és ehhez kapcsolédik a geometriai
valdszin(iség fogalma.
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Ellen6rz6 kérdések #1

Definiald a valoszinliséget a nagy szamok torvénye *

alapjan.
Ismertesd a nagy szamok torvényét.
Hogyan bizonyithatd a nagy szamok térvénye?

Hogyan jelolhetd az A vagy B esemény
bekovetkezésének valdszinlisége?

Hogyan jel6lhetjik azt a valdszintiséget, hogy A és
B esemény egyarant bekovetkezik?
Mit jelent két esemény metszete, illetve unidja?

Definidlt az egymast kolcsondsen kizaro
eseményeket,

Mondj példat az egymast kolcsondsen kizaré
eseményekre.

Mit tudsz az egymast kolcséndsen kizard
események metszetérdl?

Definiald az egymastol fliggetlen események
fogalmat.

Mondj példat figgetlen eseményekre.
Mit jelent a feltételes valdszinliség?
Mondj példat a feltételes valdszintiségre.

Hogyan jeldljik a feltételes valdsziniiséget?
Hogyan szamithatd P(A) ha P(A|B) és P(B) adott?
Mik a Kolmogorov axiomak?

Mit tudsz A és B esemény viszonyardl, ha
P(AvagyB)=P(A)+P(B) igaz?

Mit tudsz A és B esemény viszonyardl , ha
P(AB)=P(A)*P(B) igaz?

Mekkora a biztos esemény valdszintisége?
Mekkora a lehetetlen esemény valdszinlisége?
Adj példat biztos és lehetetlen eseményekre.
Mekkora lehet egy esemény valdszintiségének
értéke?

Mit jelent az esély?

Definiald a logitot.

Add meg az esemény logit értékét, ha az esemény
valdszin(isége 0,12.

Mekkora az esély értéke, ha a valészinlség 0,4.
Add meg a valdszin(iséget, ha az esély 3.

Add meg a valdsziniiséget, ha a logit — 32.

A kérdések megvalaszolhatok az el6adason elhangzottak, a gyakorlatvezet&vel folytatott konzultaciok,
illetve sajat utanaolvasas segitségével. Az ellen6rzé kérdések egyben példak arra, hogy milyen
tesztkérdések (feleletvalasztés formaban) fordulhatnak el6.



Ellen6rz6 kérdések #2

Mondj egy példat ismétlés nélkiili kombinacidra.
Hogyan szamithatd egy folytonos eloszlas varhato
értéke?

Hogyan szamithatd egy diszkrét eloszlas varhato
értéke?

Melyik kozépérték egyezik meg a varhato értékkel egy
populacio esetében?

Mivel becsiilhetd egy elméleti eloszlas varhato értéke?
Mivel becsilhetd egy elméleti eloszlas szérasa?
Definiald a z elméleti varianciat.

Melyik két mutatd hatdroz meg egyértelmiien egy
specidlis eloszlast?

Abrazold az egyenletes eloszlas gyakorisagfiiggvényét.
Abrazold a Poisson eloszlas gyakorisagfliggvényét.
Abrazold a Bernoulli eloszlas gyakorisagfiiggvényét.
Abrézold a geometriai eloszlas gyakorisagfiggvényét.
Abrazold a normal eloszlas gyakorisagfiiggvényét.
Abrazold a Gauss eloszlas kumulalt eloszlasfiiggvényét.
Abrazold az exponenciélis eloszlds
gyakorisagflggvényét.

Abrazold a lognormal eloszlas gyakorisagfiiggvényét.
Irj 2 példat az egyenletes eloszlasra.

irj 2 példat binomialis eloszldsra.

irj 2 példat a geometriai eloszlasra.

.

irj 3 példét a normél eloszlasra.

irj 2 példét a lognormal eloszlasra.

Irj 2 példat a Poisson eloszlasra.

irj 2 példét az exponencialis eloszlasra.

Hogyan szamithato az egyenletes eloszlas varhat6
értéke?

Hogyan szamithaté a binomialis eloszlas varhaté
értéke?

Hogyan szamithatd a lognormaél eloszlds varhaté
értéke?

Hogyan szamithato az exponencialis eloszlas varhatd
értéke?

Hogyan szamithatd a Poisson eloszlas varhato értéke?
Hogyan szamithaté normal eloszlas varhaté értéke?
Mirdl szdl a centrélis hatareloszlas tétele?

Miért kovet a legtobb orvosi gyakorlatban hasznalt
véltozé normal eloszlast?
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Ellen6rz6 kérdések #3

Add meg altaldnosan, hogy mikor kapunk
altaldban binomialis eloszlast.

Add meg éltalanosan, hogy mikor kapunk
altalaban geometriai eloszlast.

Add meg dltalanosan, hogy mikor kapunk
altalaban Poisson eloszlast.

Add meg altaldnosan, hogy mikor kapunk
altalaban lognormal eloszlast.

Lehet két esemény egyuttes bekovetkezésének
valészin(isége nagyobb az egyes események
bekdvetkezésének valdszinliségénél?
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